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PRÓLOGO 


Frege escribió tres textos donde comparaba su conceptografía 
con el álgebra de la lógica de George Boole (1815-1864), siendo 
el que prologamos el más corto y sintético. El primero data de 
1880-1881 y se titula “El cálculo lógico de Boole y la concepto- 
grafía”. Permaneció inédito hasta su muerte y se publicó, como 
este que ahora presentamos, en sus Nachgelassene Schriften 
(Escritos póstumos, 1969). Frege envió este primer texto a tres 
revistas, pero fue rechazado en las tres ocasiones. Igual sucedió 
con el texto que el lector encontrará a continuación, titulado 
“El lenguaje de fórmulas lógico de Boole y mi conceptografía”, 
fechado un poco después, en 1882, y que ese mismo año se- 
ría rechazado por Richard Avenarius después de que Frege lo 
sometiera a su consideración para que se publicara en Viertel- 
jahrsschrift fiir wissenschaftliche Philosophie. Frege escribió 
ambos textos muy poco después de la publicación de su Con- 
ceptografía (1879), muy probablemente para paliar el escaso 
éxito inicial que la obra había tenido y también para explicar 
las ventajas de su propio sistema sobre el de Boole, ya que el 
lógico Ernst Schróder le había reprochado —en una reseña de la 
Conceptografía publicada en 1880— que no hubiera utilizado 
la notación del inglés, de quien Schróder era un seguidor. Preci- 
samente de 1882, el mismo año en que se redactó el escrito que 
presentamos, data una contestación de Frege a Schróder, esta 
vez sí publicada, con el título “Sobre el objetivo de la concepto- 
grafía”, tercero de los textos en que Frege se dedica a comparar 
su sistema con el de Boole.' 


1 No debe confundirse este texto con otro de similares características y de 
la misma época, titulado “Sobre la justificación científica de la conceptografía” 
(1882), en el que Frege cita a Boole sólo de pasada (para criticarlo). El texto 
recién aludido, “Sobre la justificación. ..”, está recogido, en traducción al 


Como nos recuerda Hans Sluga,? la reseña de Schróder era la 
mayor muestra de resonancia, si no la única, que había tenido 
la obra de Frege hasta el momento y su autor, uno de los 
lógicos más reconocidos en aquel entonces, parecía pensar que 
no había diferencias sustanciales entre el sistema de Frege y el 
de Boole, de modo que se consideró en condiciones de poderle 
reprochar que no hubiera relacionado su propuesta con la de 
Boole y la de él mismo.* Para Frege, nada más lejos de la 
verdad. En el texto que presentamos, el autor se apresura a 
aclarar enseguida que su sistema tiene ventajas que el de Boole 
no posee, las cuales permiten, entre otras cosas, una adecuada 
combinación del lenguaje matemático y el lógico, algo que la 
notación algebraica de Boole, en parte derivada de Leibniz, no 
permite. Eso era muy importante, si no decisivo, pues, como 
es sabido, Frege desarrolló el lenguaje de su Conceptografía 
para la formalización del razonamiento matemático. “Los signos 
de Boole —nos dice Frege— [...] no son en modo alguno 
apropiados para ello [...]. Creo necesario anticipar esto con 
el fin de prevenirnos contra la falsa idea de que ambos sistemas 
son comparables en todo respecto.”* 

Dummett lo expresa muy bien en la introducción a su obra 
magna sobre Frege: la principal novedad de éste estriba en que, 
al revelar la estructura lógica profunda de los enunciados de las 
matemáticas, donde se asienta la validez de sus razonamientos, 
su sistema permite la realización y la representación simbólica 
de pruebas matemáticas.? Mientras el cálculo lógico booleano, 
mediante la asignación de letras a sentencias o predicados no 
permitía esa sofisticación, la conceptografía fregeana aseguraba, 


castellano de Hugo Padilla, en Gottlob Frege, Escritos sobre lógica, semántica 
y filosofía de las matemáticas, Instituto de Investigaciones Filosóficas-UNAM, 
México, 2016, pp. 155-161. 

2 Hans Sluga, “Frege against the Booleans”, Notre Dame Journal of For- 
mal Logic, vol. 28, no. 1, 1987, pp. 80-98, en esp. pp. 81-82. 

3p rege escribió más tarde un detallado comentario, publicado en 1895, 
sobre la obra principal de Schróder, Vorlesungen iiber die Algebra der Logik, 
que es posterior a la obra que Frege cita en el texto que presentamos. 

Y Véase, más adelante, p. 11 

Michael Dummett, Frege's Philosophy of Language, Duckworth, Lon- 
dres, 1973, p. xvi. 
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con el uso de cuantificadores y variables, una formalización 
más adecuada del razonamiento, con lo que permitía reconocer 
expresiones para nombrar objetos y expresiones de predicados 
y relaciones. Las letras del álgebra booleana, en definitiva, no 
permitían la distinción fundamental entre argumento y función 
(objeto y concepto) y, a juicio de Frege, hacían que el sistema 
de Boole quedara excesivamente anclado en el pasado, como un 
sistema subsidiario de la vieja silogística aristotélica.£ Como dice 
el propio Frege: 


Yo deseaba completar el lenguaje de fórmulas de las matemáticas 
con signos para las relaciones lógicas de modo tal que de ello 
resultase una conceptografía que hiciese innecesaria la inclusión 
de palabras en el curso de una prueba y, gracias a ello, combinase 
el mayor grado de precisión con la mayor brevedad posible.” 


En el texto que sigue a este prólogo el lector encontrará un resu- 
men muy compacto de las principales diferencias y ventajas que 
Frege veía en su propio sistema en relación con el booleano. Una 
desventaja obvia del sistema de Boole es la introducción de un 
número mayor de símbolos primitivos y, por lo tanto, de reglas.? 

Obviamente, para poder establecer una comparación entre 
ambos sistemas, tiene que darse una base común. Así pues 
—como Frege reconoce—, hay un primer problema que tan- 
to Boole como Frege pretenden abordar y es “la presentación 


* Véanse ibid., p. 630, y Leila Haaparanta, “The Relations between Logic 
and Philosophy, 1874-1931”, en L. Haaparanta (comp.), The Development of 
Modern Logic, Oxford University Press, Oxford, 2009, pp. 222-261, en esp. 
p. 250. 

7 Véase, más adelante, p. 11 

8 La obra principal de Boole, An Investigation of the Laws of Thought 
(publicada por primera vez en 1854 y reeditada por la editorial Dover en 
1958), cuenta con una traducción al castellano: Investigación sobre las leyes 
del pensamiento, trad. José Antonio Suárez Hernández, Paraninfo, Madrid, 
1982. De la otra obra importante del autor, The Mathematical Analysis of 
Logic (1847), también existe traducción al castellano: El análisis matemático 
de la lógica, trad. Esteban Requena Manzano, Cátedra (Teorema), Madrid, 
1979. Para una exposición sintética del sistema de Boole y de los ulteriores 
desarrollos del enfoque algebraico, véase William y Martha Kneale, El desa- 
rrollo de la lógica, trad. Javier Mugueza, Madrid, Tecnos, 1972, cap. VL3. 


perspicua de las relaciones lógicas por medio de signos”.? Sin 
embargo, de acuerdo con Frege, el sistema de Boole es, en cuan- 
to aquello para lo que debe ser una conceptografía, incompleto 
en el siguiente sentido, no poco importante: sólo representa la 
parte formal del lenguaje y aun así la representa también de for- 
ma incompleta. Frege ve los símbolos algebraicos de Boole como 
puras operaciones mecánicas sin contenido, en las que se asume 
que los conceptos están, por así decir, ya dados previamente. 
Los juicios se compondrían a partir de ellos, por agregación. 
En cambio, la lógica fregeana parte del juicio y del contenido 
enjuiciable, mientras que los conceptos se derivarían a partir del 
juicio. Ésta es la raíz, como ve Sluga, de la crítica de Frege a los 
lógicos booleanos.'* En el texto que viene a continuación, Frege 
pone el énfasis en mostrar que su sistema de símbolos es más 
económico que el de Boole y, a diferencia del de éste, sí respeta 
el requisito de simplicidad que, según él, debe cumplir todo 
buen sistema lógico. Se concentra en las que Boole llama “pro- 
posiciones secundarias”, frente a las “proposiciones primarias”. 
Las primarias serían “afirmaciones de relaciones entre cosas” o 
clases de cosas (Frege diría más bien de relaciones de subordina- 
ción entre conceptos).!! Las “proposiciones secundarias” serían 
todas las complejas (entre ellas, las disyuntivas y las hipotéti- 
cas o condicionales), de las que Boole dice que son “referentes 
a proposiciones” (relaciones entre proposiciones). Recordemos 
que, según Frege, la vieja distinción entre juicios categóricos, hi- 
potéticos y disyuntivos sólo tiene sentido en la gramática y que, 
con la única ayuda del negador y el símbolo para el condicional 
(o barra de condición), se pueden definir las otras conectivas. 
Es así como en este texto Frege se detendrá a mostrar cómo 
se pueden expresar los mismos tipos de juicios (o contenidos 
enjuiciables) partiendo sólo del negador y la barra de condición. 

Un aspecto importante es la tan discutida introducción de 
la barra de juicio. Una barra horizontal (llamada “barra de 


E Frege, “Boole's Logical Calculus and the Concept-script”, Posthumous 
Writings, ed. Hans Hermes, Friedrich Kambartel y Friedrich Kaulbach, trad. 
Peter Long, Blackwell, Oxford, 1979, pp. 9-21, en esp. p. 14. 

1 Véase Sluga, op. cit., p. 86. 

1 G. Boole, Investigación sobre las leyes del pensamiento, op. cit., p. 51. 


contenido”) delante de un contenido enjuiciable es, para Frege, 
la expresión de que lo que viene a continuación se debe tomar 
en consideración, mientras que la barra vertical (o “barra de 
juicio”), que se coloca a la izquierda de la anterior, significa no 
sólo que dicho contenido se está considerando, sino que se está 
reconociendo como verdadero. Aunque la necesidad de la barra 
de juicio también la asume Russell,'? la historia de la lógica del 
siglo XX parece haber dado la razón a Wittgenstein, quien en 
el Tractatus $ 4.442 declaró que dicho símbolo era irrelevante 
para la lógica. Sin embargo, si se entiende su uso teniendo en 
cuenta los rasgos peculiares del pensamiento fregeano, donde la 
lógica se concibe como la ciencia de la inferencia y esta última 
como una relación que parte de lo verdadero para llegar a lo 
verdadero, se reconocerá enseguida su crucial importancia y se 
comprenderá que el supuesto desliz hacia el psicologismo que el 
mencionado símbolo parecería esconder no es tal.!1* Pasemos ya 
a este breve texto, que no por breve se debe considerar menos 
como un clásico del pensamiento. 


Xavier de Donato Rodríguez 


2 Es lo que Russell llama “signo de aserción”. Russell argumenta a su 
favor en Los principios de la matemática (cap. 3, $ 38) y lo usa en Principia 
Mathematica (parte 1, secc. A, *1). Véanse Bertrand Russell, Los principios 
de la matemática, trad. Juan Carlos Grimberg, Espasa-Calpe, Madrid, 1967, 
pp. 63-64, y Alfred North Whitehead y Bertrand Russell, Principia Mathe- 
matica to *56, Cambridge University Press, Cambridge, 1997, p. 92 [versión 
al castellano: Principia Mathematica (hasta el *56), trad. José Manuel Do- 
mínguez Rodríguez, Paraninfo, Madrid, 1981, p. 152]. 

1 Véase al respecto Nicholas J.J. Smith, “Frege's Judgement Stroke and the 
Conception of Logic as the Study of Inference not Consequence”, Philosophy 
Compass, vol. 4, no. 4, 2009, pp. 639-665. 


EL LENGUAJE DE FÓRMULAS LÓGICO DE BOOLE 
Y MI CONCEPTOGRAFÍA! 


Puesto que esta revista? ya ha prestado antes atención a la 
presentación booleana de las leyes de la lógica por medio de 
ecuaciones, espero que no sea mal recibida una comparación 
entre esta manera de referirse a las relaciones lógicas y otra 
que yo propongo.* Sin embargo, primero quisiera subrayar que 
el objetivo de mi conceptografía es diferente del de la lógica 
booleana. Yo deseaba completar el lenguaje de fórmulas de las 
matemáticas con signos para las relaciones lógicas de modo tal 
que de ello resultase una conceptografía que hiciese innecesaria 
la inclusión de palabras en el curso de una prueba y, gracias 
a ello, combinase el mayor grado de precisión con la mayor 
brevedad posible. Para este propósito, los signos que introdu- 
je debían ser apropiados para fusionarse íntimamente con los 
que se usan habitualmente en las matemáticas. Los signos de 
Boole (en parte procedentes de Leibniz) no son en modo alguno 
apropiados para ello, lo que tampoco sorprende si se tiene en 
cuenta su objetivo; deben representar únicamente la forma ló- 
gica, prescindiendo por completo del contenido. Creo necesario 
anticipar esto con el fin de prevenirnos contra la falsa idea de 
que ambos sistemas son comparables en todo respecto. 


lEn este ensayo se reproduce con toda probabilidad el contenido de un 
manuscrito que R. Avenarius reenvió a Frege con la carta del 20 de abril de 
1882. Avenarius cita allí el título como “Booles logische Formelsprache” 
[Lenguaje de fórmulas lógico de Boole] y rechaza el manuscrito para la revista 
Vierteljahrsschrift fúr wissenschaftliche Philosophie. 

2Se refiere a la revista Vierteljahrsschrift fúir wissenschaftliche Philoso- 
phie (1877-1882). 

*[Gottlob Frege,] Begriffsschrift, [Nebert,] Halle, 1879 [versión al caste- 
llano: Conceptografía, trad. Hugo Padilla, en Escritos sobre lógica, semántica 
y filosofía de las matemáticas, Instituto de Investigaciones Filosóficas-UNAM, 
México, 2016, pp. 39-154]. 


De la lógica booleana quisiera tratar aquí solamente la segun- 
da parte, que trata de las “secondary propositions”,? reserván- 
dome continuar con la comparación para una ocasión posterior. 
Con el término “secondary propositions”, Boole entiende juicios 
hipotéticos, disyuntivos y, en general, aquellos juicios que esta- 
blecen una relación entre contenidos enjuiciables, a diferencia 
de las “primary propositions”, en las que se ponen en relación 
conceptos. Distingo entre juicio [Urteil] y contenido enjuiciable 
[beurteilbarer Inhalt], reservando el primer término para el caso 
en que se establece tal contenido como verdadero. 

Cuando se trata de poner en relación dos contenidos enjui- 
ciables A y B, tenemos que fijarnos en los siguientes casos: 


A y B, 

Á y no B, 
no Á y B, 
no Á y no B. 


Estos casos, a su vez, se pueden afirmar o negar. Pues bien, 
Boole dispone del signo de igualdad 


A=B, 
el de la suma 

A+B, 
el del producto 

A -B, 
y el de la resta 

A —B. 


Podemos prescindir por el momento de la división lógica por 
ser menos importante. 

Ahora, el signo de igualdad establece en Boole la negación 
de los dos casos intermedios, de modo que restan como posibles 
los casos “A y B” y “no A y no B”. En 


A=1 y B=0 
3 “Proposiciones secundarias.” En inglés en el original. [N.T.] 
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queda destacada más claramente la fuerza asertórica del signo 
de igualdad. La primera ecuación establece que A es verdadero, 
la segunda que B es falso. 


A5+B 


significa en Boole la negación del primero y el último casos, 
de modo que los dos intermedios restan como posibles. Se 
puede traducir por “A o B”, donde la “o” debe entenderse 
como exclusiva. Leibniz y algunos seguidores de Boole, como 
S. Jevons y E. Schróder, han preferido el sentido no exclusivo 
de la “o” para el signo de la suma. Según esa interpretación, 
con 


A+B 


se está negando únicamente el cuarto caso. 
A-B 


significa el primer caso, “A y B”. La negación de un contenido 
enjuiciable A se representa en Boole mediante 


1- A, 


que otros expresan de manera diferente. A esto hay que añadir 
la expresión 
A=0, 


antes mencionada, para el caso en que la negación se expresa 
como juicio. Algunos autores tienen aún otro signo de igualdad, 
en el que también se incluye una negación. Resulta notorio en 
todo esto el exceso de signos. Como consecuencia necesaria, 
esto comporta a su vez un exceso de reglas de cálculo pri- 
mitivas. La razón estriba indudablemente en que se pretende 
imponer a la lógica signos que se han tomado de una ciencia 
ajena, en lugar de partir de ella misma y de sus propias nece- 
sidades. 

Yo he seguido un camino bien distinto, de acuerdo con el 
cual cada signo primitivo recibe un significado tan simple como 
sea posible. Cuando de dos expresiones una dice todo lo que la 
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otra significa, mientras que ésta no contiene todo el significado 
de aquélla, digo que el significado de la segunda es más simple 
que el de la primera, ya que cuenta con menos contenido. Si 
aplicamos esta norma, vemos que la relación más simple entre 
dos contenidos enjuiciables A y B se obtiene a través de la 
negación de uno de los cuatro casos 


A y B, 

Á y no B, 
no Á y B, 
no Á y no B, 


puesto que la negación de dos de estos casos dice más que 
la negación de uno solo y la negación de tres casos dice aún 
más: es equivalente a la afirmación del cuarto caso. Ninguno 
de los signos booleanos satisface el requisito de que su signi- 
ficado sea el más simple posible. Únicamente queda satisfecho 
este requisito mediante el signo + en el sentido que acepta 
E. Schróder! de la “o” no exclusiva. La consiguiente ventaja se 
hace inmediatamente evidente gracias a la mayor adaptabilidad 
de las fórmulas en comparación con las booleanas. No entiendo 
cómo W. Schlótel? puede ver en esto una chapuza. Este repro- 
che estaría justificado sólo en la medida en que el significado 
aceptado originalmente no se respetara en lo sucesivo. Si se in- 
troduce un signo específico para la “o” no exclusiva o no es una 
mera cuestión de conveniencia. Ahora, en la expresión “A o B” 
exclusiva encontramos dos cosas: 


1, que se da uno de los dos casos, 


2. que no se dan los dos a la vez. 


Puesto que 1 y 2 no siempre se presentan juntas, en tanto que, 
de acuerdo con las leyes de la probabilidad, su combinación 


[Ernst Schróder,] Der Operationskreis des Logikkalkuls, [Teubner,] Leip- 
zig, 1877. 

+[W. Schlótel, “Eine Berichtigung zu dem Aufsatz von A. Riehl: “Die 
englische Logik der Gegenwart'”,] Vierteljahrsschrift fir wissenschaftliche 
Philosophie, vol. 1, [no. 3, pp. 455-457, en esp.] p. 456. 
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resulta mucho menos frecuente que cada una por separado, es 
más conveniente disponer de signos específicos para los casos 
individuales, que se dan con mayor probabilidad, que para los 
casos en que se combinan, que son más infrecuentes. E incluso 
cuando A y B se encuentran en la relación de la “o” exclusiva, 
en una inferencia dada casi siempre se tomará en consideración 
sólo una de las dos: o bien que ambas, A y B, no son falsas o 
que ambas no son verdaderas. Para la menos frecuente “A o B” 
exclusiva, Boole dispone de la relación simple 


A +B, 


y para la más frecuente, la no exclusiva, dispone de la expresión 
compleja 


A+B (1-4). 


En el caso de Schróder es justo al revés: este último formula la 
primera así 


AB, + AjJB, 


y la última así 
A+B. 


El subíndice 1 significa aquí una negación, de modo que 4) sig- 
nifica la negación de A. 
La ecuación booleana 


contiene estas tres cosas: 


1. que A no se da sin B, 
2. que B no se da sin 4Á; 


3. el juicio de que esto es verdadero. 


También aquí la combinación de los tres casos merece una de- 
signación simple, mientras que los componentes deben confor- 
marse con expresiones complejas. 
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El producto lógico de Boole 
A-B, 


en cuanto afirmación del primer caso, significa la negación de los 
tres últimos de los cuatro antes mencionados, siendo por tanto 
muy rico en contenido. Aun así, esta designación resulta más 
conveniente que las otras, ya que a través de la mera negación 
de tal producto obtenemos un contenido simple. 

Si queremos evitar los defectos que acabamos de advertir 
en los signos de Boole, debemos introducir una designación 
específica para la negación de uno de los cuatro casos antes 
mencionados. Para este propósito, basta elegir uno solo de di- 
chos casos, puesto que por medio de un signo de negación se 
pueden obtener los cuatro casos a partir de cada uno de ellos. 
Si, por ejemplo, para la negación de A tomamos la letra P, los 
cuatro casos se pueden reformular así: 


no I' y B, 
no TP y no B, 
T y B, 

T y no B; 


es decir, el primer caso adopta la forma del tercero, el segundo 
del cuarto e, inversamente, el tercero del primero, el cuarto del 
segundo. Ahora, si es posible arreglárselas con un único signo 
que niegue uno de los cuatro casos, habría que hacerlo así, 
ya que cuantos menos signos primitivos se introduzcan, tantas 
menos reglas primitivas se necesitan y tanto más fácil se hará el 
manejo de las fórmulas. 

He optado ahora por el tercer caso, “no A y B”, como aquel 
cuya negación recibe un signo específico 
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Paxa formar la negación de los casos restantes, me valgo de la 
haa de negación. una pequeña raya vertical en la parte inferior 


dá 


de una de las rayas horizontales. Así, 


significa la negación de “no no A y B”, es decir, de “A y B”, 


Ts 


significa la negación del caso “A y no B”, 


La 
B 
la negación del caso “no A y no B”. 
Si hay que afirmar los casos en lugar de negarlos, eso se 


hace colocando una barra de negación en la parte inferior del 
extremo izquierdo de la raya horizontal de arriba. Así pues, 


significa “no A y B”, 
significa “A y B”, 


“A y no B”, y por último 


Ta 


“no A y no B”. Es fácil ver que se puede traducir 


Ta 
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por “A o B” en el sentido no exclusivo y 
es 
B 
por “ni A ni B”. 


Con estas designaciones no se ha afirmado nada ni se ha reali- 
zado juicio alguno, sino que únicamente a partir de un contenido 
enjuiciable dado se puede formar uno nuevo. Para establecer 
que un contenido es verdadero, me sirvo ahora de una raya 
vertical corta, la barra de juicio, como en 


3? =9 


por medio de la cual se afirma la verdad de la ecuación 3? = 9, 
mientras que en 
== BY =9 


no se está realizando ningún juicio. Se puede, pues, escribir 
> 32 =4 


sin incurrir en ninguna falsedad, ya que falta la barra de juicio. 
Ahora bien, si añadimos la barra de negación, se puede intro- 
ducir la barra de juicio sin incurrir en error. 


H3? =4 


significa: 32 no es igual a 4. 
Por medio de 
2=4 


14+3=5 


se está afirmando que no se da el caso de que 1? no sea igual 
ad y que 1+3=5. Y esto con razón, ya que 1 +3 ciertamente 
no es igual a 5. De la misma forma, en 


22=4 
2+3=5 
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se está colocando la barra de juicio con razón, puesto que no se 
da el caso de que 2? no sea igual a 4 y que 2+3 = 5, puesto 
que 2? = 4. Igualmente, 


Erie =4 
-2+3=5 


es verdadero por un doble motivo, ya que (—2)? = 4 y -2+3 
no es igual a 5. Cualquiera que sea el número por el que 


sustituyamos el 1 en 
po 
1+3=5 


el contenido siempre es correcto. Para expresar esta afirmación 
general, utilizo una letra latina: 


2=4 
a+3=5 


Esto también se puede traducir así: si +3 = 5, entonces 
al = 4, Tenemos así un juicio hipotético. Y la extraordina- 
ria importancia de este juicio me ha convencido de otorgar al 


signo 
A 
La 


el significado de la negación del caso “no A y B”. De esto 
solo no surge aún un juicio propiamente hipotético, sino que 
éste sólo se origina cuando A y B poseen un componente 
indefinido en común, gracias al cual la cosa adquiere genera- 
lidad. 

Con esto creo que he mostrado suficientemente que, tal y 
como debe hacerse, divido en muchas las diferentes tareas que 
Boole impone a los mismos signos, sin por ello multiplicar su 
número. Podemos evitarnos aquí la consideración de los otros 
signos que he introducido en otro lugar, por cuanto he pretendi- 
do ceñirme a lo que corresponde a las “secondary propositions” 
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de Boole. Frente a sus signos de adición, resta, producto, igual- 
dad, el O y el 1, tenemos en mi caso: 


1. la barra horizontal de contenido, 
2. la barra de negación, 


3. la barra vertical que conecta dos barras de contenido (o 
“barra de condición”), y 


4. la barra vertical de juicio. 


Aquí no he tenido en cuenta, por superfluos, ni el signo de di- 
visión de Boole ni tampoco otros números diferentes de O y 1. 


Gottlob Frege, 1882 


